Algorytmy - podstawy

Opracowat: Andrzej Nowak

Sposoby przedstawiania algorytmu

Opis stowny

Algorytm opisujemy stowami przedstawiajgc kolejne operacje oraz sposdéb ich wykonania. Dla
przyktadu przedstawimy algorytm Euklidesa znajdowania NWD.

NWD - najwiekszy wspolny dzielnik (ang. GCD - Greatest Common Divisor) liczb a i b jest
najwiekszg liczbg naturalng, ktéra jednoczesnie dzieli a i b bez reszty.

Euklides zauwazyt, ze NWD liczb a i b dzieli réwniez ich roznice. Fakt ten mozna prosto wyjasnic
geometrycznie:

ab ! I |
Przy obliczaniu NWD liczb a i b postepujemy zatem w sposdb nastepujgcy:

Dopdki liczby ai b sg rézne, odejmujemy od wiekszej mniejszg. Gdy liczby a i b stang sie rowne,
to NWD(a,b) jest wartoscig dowolnej z tych liczb.

Przyktad:
Mamy liczby 21 i 18. Dopdki sie nie zréwnajg od wiekszej odejmujemy mniejsza:

(21,18) > (21-18,18)
(3,18) - (3,18-3)

(3,15) - (3,15-3)

(3,12) - (3,12-3)

(3,9) - (3,9-3)

(3,6) > (3,6-3)

(3,3) - koniec, NWD(21,18) =



Lista krokow

Wykonanie algorytmu opisujemy przedstawiajgc kolejne kroki tego procesu. W kazdym kroku
opisujemy zwiezle wykonywang operacje. Istniejg pewne zasady tego opisu, ktére poznasz
analizujac kolejne algorytmy. Kroki s3 numerowane i wykonywane zgodnie z numerami, o ile
nie zostanie nakazane inaczej. Przed listg krokéw nalezy umiescié tzw. specyfikacje danych. Jest
to opis danych wejsciowych i wyjsciowych algorytmu. Dane wejsciowe to informacja, ktdrg musi
otrzymac algorytm w celu rozwigzania problemu. Dane wyjsciowe to wyniki pracy algorytmu.

Algorytm Euklidesa wyznaczania NWD dwoch liczb ai b
Wejscie:

a,b - liczby naturalne, ktérych NWD oblicza algorytm
Wyjscie:

a lub b - wartos¢ NWD pierwotnych liczb a i b.

KO1l: Czytaja,b wczytujemy dane wejsciowe

KO2: Jeslia=b, toidz do kroku 5 jeslia =b, to NWD jest a lub b

KO3: Jedlia>b,toa < a- jesli a jest roizne od b, to od wiekszej liczby
b.Inaczejb &< b-a odejmujemy mniejszq

KO4: Idz do kroku 2 wracamy do sprawdzania warunku w kroku 2

KO5: Pisza wypisujemy NWD

KO6: Zakoncz koniec algorytmu

Uzyte operacje:

Czytaj - powoduje odczyt danych i przypisanie ich podanym symbolom.

Pisz - powoduje wypisanie informacji

Idz do kroku n - powoduje, ze nastepna operacja zostanie wykonana od kroku n.

Jesli warunek, to operacja;. Inaczej operacja, - jesli warunek jest spetniony, to zostaje
wykonana operacja;. Inaczej wykonana zostanie operacjas,.

Zakoncz - powoduje zakoniczenie wykonywania algorytmu.



Schemat blokowy

Algorytm opisywany jest w sposodb graficzny za pomocg nastepujgcych symboli:

Symbol startowy, od ktdrego rozpoczyna sie wykonanie algorytmu
KONIEC Symbol korica algorytmu

Strzatka okresla kierunek wykonania. Prowadzi do nastepnego symbolu w
algorytmie.

Symbol przetwarzania danych

0=

Symbol operacji wprowadzania danych lub wyprowadzania wynikow.

NIE e Symbol decyzyjny. W zaleznosci od wyniku testu idziemy drogg TAK, jesli test
jest spetniony lub drogg NIE, jesli test nie jest spetniony.

Schemat blokowy rowniez wymaga specyfikacji danych wejsciowych i wyjsciowych.

Algorytm Euklidesa wyznaczania NWD dwoch liczb ai b
Wejscie:

a,b - liczby naturalne, ktérych NWD oblicza algorytm
Wyjscie:

a lub b - wartos¢ NWD pierwotnych liczb a i b.

g—a-b be—b-a

. |

KOMNIEC




Program komputerowy

Program komputerowy, np. w jezyku C++, jest rwniez zapisem algorytmu przy pomocy
dostepnych w danym jezyku instrukcji i struktur danych. W przypadku programu specyfikacja
danych jest umieszczona wewnatrz jego kodu.

#include <iostream>
using namespace std;

int main ()

{
int a,b;
cin >> a >> b;
while(a != Db)
if(a > b) a -= b;
else b -= a;
cout << a << endl;

return O;

}

Optymalizacja algorytmu Euklidesa

Podany wyzej algorytm Euklidesa nie jest najlepszy, chociaz oczywiscie dziata. Rozwazmy prosty
przypadek:

a = 2000000000

b=2
Aby znalez¢ NWD, nalezy wykona¢ 1000000000 odejmowan! Zastandwmy sie, czy nie mozna
przyspieszy¢ pracy tego algorytmu.

Od liczby wiekszej mozna odjg¢ mniejszg tyle razy, ile ta mniejsza sie w niej miesci. To co
zostanie z wiekszej liczby jest resztg z dzielenia jej przez liczbe mniejsza.

Zatem po wykonaniu tej operacji z poprzednich dwéch liczb zostaje zawsze liczba
mniejsza (dzielnik) oraz reszta z dzielenia wiekszej liczby przez mniejsza:

(liczba wieksza) (liczba mniejsza) —> (liczba mniejsza) (reszta z dzielenia liczby wiekszej

przez mniejszg)

Jesli reszta wynosi zero, to NWD jest rowny liczbie mniejszej. Sprawdzmy:
40 36 - 36 resztaz40:36rowna 4
36 4 - 4 resztaz36:4réwna0
4 0 czyliNWD(40,36)=4

Z powyzszych rozwazan otrzymujemy nastepujacy algorytm:



Algorytm Euklidesa wyznaczania NWD

dwoch liczb aib

Wejscie:

a,b - liczby naturalne, ktérych NWD oblicza algorytm
Wyjscie:

a - warto$é NWD pierwotnych liczb a i b.

Dane pomocnicze:

r - przechowuje wartosc reszty z dzielenia a przez b
KO1: Czytaja,b // wczytujemy dane wejsciowe
K02: Jeslib =0, to idz do kroku 7 //jeslib =0, to a jest rowne NWD
KO3: r & reszta z dzielenia a przez b
KO4: a< b // liczbe wiekszq zastepujemy mniejszq
KO5: b&r // liczbe mniejszq zastepujemy resztq
KO 6: Idz do kroku 2
KO7: Pisza // wyprowadzamy wynik

KO 8: Zakoncz

r+— resgta ab

v

a—b

)

ber KONIEC
| 1




#include <iostream>

using namespace std;

int main ()
{
int a,b, r;
cin >> a >> Db;

while (b)
{
= a % b;
a = b;
b = r;

}

cout << a << endl;

return 0;

Wyszukiwanie liniowe (ang. linear search), zwane réwniez sekwencyjnym (ang.

sequential search) polega na przegladaniu kolejnych elementdw tablicy T. Jesli przegladany
element posiada odpowiednie wtasnosci (np. jest liczbg o poszukiwanej wartosci), to zwracany
jest jego indeks w tablicy i algorytm sie konczy. W przeciwnym razie poszukiwania sg
kontynuowane az do przejrzenia wszystkich pozostatych elementéw. Jesli poszukiwany element
nie zostanie znaleziony, to jest zwracany indeks niemozliwy, np. -1.

Czesto chcemy znalez¢ wszystkie wystgpienia w zbiorze poszukiwanej wartosci elementu. W
takim przypadku algorytm na wejsciu powinien otrzymywac dodatkowo

pozycje (indeks) elementu, od ktérego ma rozpocza¢ wyszukiwanie. Pozycje te przy kolejnym
przeszukiwaniu podajemy zawsze o 1 wiekszg od ostatnio znalezionej. Dzieki temu nowe
poszukiwanie rozpocznie sie tuz za poprzednio znalezionym elementem.

Zadanie znajdowania elementu maksymalnego lub minimalnego jest
typowym zadaniem wyszukiwania, ktére rozwigzujemy przy pomocy algorytmu wyszukiwania
liniowego. Za tymczasowy maksymalny (minimalny) element przyjmujemy pierwszy element
zbioru. Nastepnie element tymczasowy poréwnujemy z kolejnymi elementami. Jesli ktorys z
poréwnywanych elementéw jest wiekszy (mniejszy) od elementu tymczasowego, to za nowy
tymczasowy element maksymalny (minimalny) przyjmujemy pordwnywany element zbioru. Gdy
caty zbidr zostanie przegladniety, w elemencie tymczasowym otrzymamy element

maksymalny (minimalny) w zbiorze.

Ponizej podajemy algorytm wyszukiwania max. Wyszukiwanie min wykonuje sie identycznie,

zmianie ulega tylko warunek poréwnujacy element tymczasowy z elementem zbioru w kroku
KO3.



Algorytm wyszukiwania

elementu maksymalnego w zbiorze

Wejscie
n— liczba elementéw w tablicy T, ne N

T  tablica zawierajaca elementy do zliczania. Indeksy elementdw rozpoczynajg sie

od 0, a konczg nan- 1.

Wyjscie:
tmax — wartos¢ elementu maksymalnego.
Zmienne pomocnicze

i — przebiega przez kolejne indeksy elementow T. i C

tmax —tymczasowy element maksymalny

Lista krokow:

za tymczasowy element maksymalny bierzem
KO1: tmax < T[O] //zaty / ymamny /
pierwszy element

KO2: Dlai=1,2,...,n-1 wykonuj KO3 // przeglgdamy nastepne elementy zbioru

o . //jesli natrafimy na wiekszy od tmax, to
KO3: Jesli T[i] > tmax, to tmax & TJi] o
zapamietujemy go w tmax

KO4: Zakoncz

Czasami zalezy nam nie tylko na wartosci elementu maksymalnego (minimalnego), lecz rowniez
na jego pozycji w zbiorze. W tym przypadku musimy, oprdécz wartosci samego elementu
maksymalnego (minimalnego), zapamietywaé jego pozycje, ktérg na koricu zwracamy jako
wynik pracy algorytmu.



Algorytm wyszukiwania

pozycji elementu maksymalnego w zbiorze

Wejscie
n— liczba elementéw w tablicy T, ne N

T  tablica zawierajgca elementy do zliczania. Indeksy elementdéw rozpoczynajg sie

od 0, a konczg nan- 1.

Wyjscie:

pmax — pozycja (indeks) elementu maksymalnego
tmax — wartos¢ elementu maksymalnego.

Zmienne pomocnicze

i — przebiega przez kolejne indeksy elementow T. i C

Lista krokow:

// za tymczasowy element maksymalny

KO1: tmax < T[O
(0] bierzemy pierwszy element

KO2: pmax & 0 // zapamietujemy jego pozycje
KO3:Dlai=1,2,...,n-1 wykonuj K04...K06 // przeglgdamy nastepne elementy zbioru

KO4: Jesli T[i] < tmax, to nastepny obieg petli KO3 // sprawdzamy, czy trafilismy na element
wiekszy od tmax

// jesli tak, to zapamietujemy wartosc
KO5: tmax < T[i
U] elementu w tmax

KO6: pmax & i // oraz jego pozycje w pmax

KO7: Zakoncz



Jednoczesne wyszukiwanie max i min

Jesli do wyszukiwania elementu max i min zastosujemy standardowy algorytm, to otrzymamy:
Wejscie
n— liczba elementéw w tablicy T, ne N

T  tablica zawierajgca elementy do zliczania. Indeksy elementdéw rozpoczynajg sie

od 0, a konczg nan- 1.

Wyjscie:

tmax — wartosc elementu maksymalnego.
tmin — warto$¢ elementu minimalnego.

Zmienne pomochnicze

i — przebiega przez kolejne indeksy elementow T.ie C

Numer|Operacja Liczba wykonan
KO1 |tmin < T[O] 1
K02 |tmax < T[0] 1
KO3 |i<1 1
K04 |Jeslii=n, to idz do K09 n
KO5 |Jesli T[i] < tmin, to tmin & T[i] n-1
K06 |Jesli T[i] > tmax, to tmax & TJi] n-1
KO7 |i<i+1 n-1
KO8 |Idz do K04 n-1
K09 |Zakoncz 1

Zastanowmy sie, czy mozna uzyskac lepszy wynik. Algorytm poréwnuje kazdy element zbioru
z tmin oraz z tmax. Tutaj tkwi nieefektywnosé. Obie operacje z krokdw KO5 i KO6 sg
wykonywane po n - 1 razy, co daje w sumie 2n - 2 poréwnania w catym zbiorze.

WyobraZzmy sobie, iz ze zbioru bierzemy pare 2 elementéw i poréwnujemy je ze sobg. Element
wiekszy nie moze by¢ minimalnym, zatem nie musimy go juz porownywac z tmin. Wystarczy
poréwnanie z tmax. To samo dotyczy elementu mniejszego — poréwnujemy go tylko z tmin.
Otrzymujemy zysk — poprzednio dwa elementy wymagaty wykonania 4 poréwnan (kazdy

z tmin i tmax). Teraz mamy:



Jedno pordwnanie dwdch elementéw, ktore rozdzieli je na element
mniejszy i element wiekszy.

Element mniejszy poréwnujemy z tmin.

Element wiekszy porownujemy z tmax.

Daje to 3 pordwnania zamiast 4. Poniewaz ze zbioru pobieramy po dwa kolejne elementy, to ich
liczba musi by¢ parzysta. Jesli zbiér ma nieparzystg liczbe elementéw, to po prostu dublujemy
ostatni element i dostaniemy parzystg liczbe elementéw.

Porownanie pary elementdéw dzieli zbidr na dwa podzbiory — zbior elementédw wiekszych i
mniejszych. W podzbiorze elementdéw wiekszych szukamy elementu maksymalnego, a w
podzbiorze elementéw mniejszych szukamy minimalnego. Poniewaz ich liczebnos¢ jest o
potowe mniejsza od liczebnosci zbioru wejsciowego, to wykonamy mniej operacji porownan.

Metoda rozwigzywania problemow przez podziat na mniejsze czesci w informatyce nosi nazwe

Dziel i zwycieiaj (ang. Divide and Conquer). Dzieki niej czesto udaje sie zmniejszy¢
ztozonosc¢ obliczeniowg wielu algorytmow.



Algorytm jednoczesnego wyszukiwania

elementu maksymalnego i minimalnego w zbiorze

Wejscie

n— liczba elementéw w tablicy T, ne N

T — tablica zawierajgca elementy do zliczania. Indeksy elementdéw rozpoczynajg sie

od 0, a konczg na n - 1. Tablica musi umozliwia¢ dodanie elementu, jesli n jest

nieparzyste.

Wyjscie:

tmax — wartosc elementu maksymalnego.
tmin — wartos$¢ elementu minimalnego.

Zmienne pomochnicze

i — przebiega przez kolejne indeksy elementow Z. i C

Lista krokow:

KO1:Jeslinmod 2 =1, T[n] ¢ T[n-1]

KO2: tmin < najwieksza liczba catkowita

KO3: tmax < najmniejsza liczba catkowita

KO4:i &0

KO5: Dopdki i < n wykonuj K06...K12

KO6:

KO7:

KO8:

KO09:

K10:

K11:

K12:

Jesli T[i] > T[i+1], to idz do K10

Jesli T[i] < tmin, to tmin & TIi]

Jedli T[i+1] > tmax, to tmax & T[i+1]
IdZz do K12

Jesli T[i] > tmax, to tmax & T[]

Jesli T[i+1] < tmin, to tmin & T[i+1]

& i+2

K13: Zakoncz

// jesli nieparzysta liczba elementéw, dublujemy
ostatni

// inicjujemy tmin i tmax

// wybieramy pary kolejnych elementow

// rozdzielamy je na element mniejszy i wiekszy

// T[i] - mniejszy, T[i+1] - wiekszy

// T[i] - wiekszy, T[i+1] - mniejszy

// przechodzimy do nastepnej pary elementow



Algorytm wyszukiwania liniowego/sekwencyjnego

Wejscie
n - liczba elementéw w tablicy T, ne N

T - tablica zawierajgca elementy do przeszukania. Indeksy elementow
rozpoczynajg sie od 0, a koriczg na n-1

p - indeks pierwszego elementu tablicy T, od ktérego rozpoczniemy
poszukiwania. pe C

k- poszukiwana wartosé, czyli tzw. klucz, wg ktérego wyszukujemy elementy w
Z

Wyjscie:

Indeks elementu tablicy T o kluczu k lub -1 w przypadku nie znalezienia
elementu.

Zmienne pomochnicze

i — przebiega przez kolejne indeksy elementow T.is C

Lista krokow:

KO1: Dlai=p,p+1,...,n-1: wykonuj K02 //przeglqgdamy kolejne elementy w tablicy
P , oy . jesli napotkamy poszukiwany element, zwracam
K02: Jesli T[i] = k, to zakoncz z wynikiem i //j 1 napo y poseuriwany 2w /
J€égo pozycje
K03: Zakoncz z wynikiem -1 // jesli elementu nie ma w tablicy, zwracamy -1

W algorytmie wyszukiwania liniowego sprawdzamy kolejne elementy zbioru az do napotkania
jego konca lub poszukiwanego elementu. Zachodzi pytanie, czy algorytm ten mozna
przyspieszyC¢. Aby na nie odpowiedziec, zapiszmy algorytm w ponizszej postaci:

Wejscie
N - liczba elementdw w tablicy T, ne N

T - tablica zawierajgca elementy do przeszukania. Indeksy elementdw rozpoczynajg
sie od 0, a koriczg na n-1

k - poszukiwana wartos¢, czyli tzw. klucz, wg ktérego wyszukujemy elementy w T
Wyjscie:

pozycja elementu zbioru To kluczu klub -1 w przypadku nie znalezienia
elementu.



Zmienne pomocnicze

i - przebiega przez kolejne indeksy elementow T. i C

Numer|/Operacja
1 i<0
2 Jeslii2n, to zakoncz z wynikiem -1
3 Jesli T[i] = k, to zakoncz z wynikiem j
4 ji<i+1
5 Idzdo2

Sprawdzimy teraz

przypadkach:

Przypadek pierwszy: poszukiwanej liczby nie ma w zbiorze. Ponizej przedstawiamy liczbe

wykonan poszczegdlnych operacji w algorytmie:

Numer
1

u b W N

Operacja

i< 0

Jesli i > n, to zakoncz z wynikiem -1
Jesli T[i] = k, to zakoncz z wynikiem j
i<i+l

Idz do 2

ile operacji wykonuje ten algorytm w dwdch charakterystycznych

Liczba wykonan
1
n+1
n
n
n

RAZEM:

4n + 2

Przypadek drugi: poszukiwana liczba statystycznie znajduje sie w srodku zbioru — czasem
znajdziemy jg wczesniej, a czasem pozniej, zatem Srednio bedzie w Srodku.

Numer|Operacja

Liczba wykonan

1 i

J
i

u b W N

Jeslii > n, to zakoncz z wynikiem -1

Idzdo 2

<0

esli T[/] = k, to zakoncz z wynikiem i
&i+l

1
"+ 1
"+ 1

/2
'/2

Zwréé uwage, iz w kazdym obiegu petli nasz algorytm wykonuje dwa testy — w instrukcji numer
2 i 3. Usprawnienie pracy algorytmu bedzie polegato na eliminacji testu 2. Jednakze test ten jest
niezbedny, aby zakonczy¢ przegladanie tablicy w przypadku, gdy poszukiwanego elementu nie

RAZEM:

2n+3

ma w zbiorze. Skoro tak, to wstawmy poszukiwany element na koniec zbioru, wtedy test 2
stanie sie zbedny, nieprawdaz. Algorytm w zmienionej postaci wyglgda nastepujaco:



Numer Operacja
la T[n] <k
1b i<0

2 usunieta

3 JesliTli]=k toidzdo 6

4 j&i+1l

5 1Idido3

6 Jeslii=n, to zakoncz z wynikiem -1

7  Zakoncz z wynikiem i

Zmiany w stosunku do pierwotnego algorytmu sg nastepujace:

1la —instrukcja umieszcza na koncu zbioru T poszukiwany element o wartosci k.
Dzieki tej operacji dostajemy gwarancje, iz zawsze znajdziemy w zbiorze element k.

2 —test osiggniecia konca zbioru stat sie zbedny, poniewaz element o
wartosci k zawsze znajdziemy w zbiorze.

3, 6, 7 —znalezienie elementu o wartosci k wymaga sprawdzenia, czy nie jest on
elementem wstawionym do zbioru w operacji 1a. Jedli tak, to zbior faktycznie nie
zawierat poszukiwanego elementu.

Przypadek pierwszy: poszukiwanej liczby nie ma w zbiorze. Ponizej przedstawiamy liczbe
wykonan poszczegdlnych operacji w algorytmie:

Numer|Operacja Liczba wykonan

la |T[n] <k 1

1b i< 0 1

2

3 |JesliT[i] =k, toidzdo 6 n+1

4 Ji<ci+l n

5 |Idzdo3 n

6 |Jeslii=n, to zakoncz z wynikiem -1 1

7 |Zakoncz z wynikiem i 0

RAZEM: 3n+4



Przypadek drugi: poszukiwana liczba statystycznie znajduje sie w Srodku zbioru — czasem
znajdziemy jg wczesniej, a czasem podzniej, zatem statystycznie bedzie w srodku.

Numer|Operacja Liczba wykonan

la |T[n] €< k 1

1b |i<0 1

2

3 |JesliT[i]=k toidido6 1+ 1

4 lici+l /2

5 |ldzdo3 "/,

6 |Jeslii=n, to zakoncz z wynikiem -1 1

7 |Zakoncz z wynikiem i 1
RAZEM:  */,n+5

Porodwnajmy teraz wyniki z pierwszej i drugiej wersji algorytmu w ponizszej tabelce (wartosci
utamkowe z ostatniej kolumny nalezy rozumiec jako wartosci statystyczne).:

Przypadek pierwszy Przypadek drugi
n Algorytm Algorytm Algorytm Algorytm
podstawowy [ usprawniony | podstawowy | usprawniony
4n +2 3n+4 2n+3 3/2n+5
1 6 7 5 6,5
2 10 10 7 8
3 14 13 9 9,5
4 18 16 11 11
5 22 19 13 12,5
6 26 22 15 14
10 42 34 23 20
100 402 304 203 155
1000 4002 3004 2003 1505
10000 40002 30004 20003 15005

Chociaz poczatkowo algorytm pierwszy wygrywa w iloSci operacji, to przy wzroscie liczby
elementdéw zbioru widzimy wyraznie, iz algorytm usprawniony wykonuje mniej
operacji (poczawszy od n > 3), zatem dziata szybciej.

Opisana metoda wyszukiwania nosi nazwe wyszukiwania liniowego z wartownikiem (ang.
Search with Sentinel). Wartownikiem jest dodany na koricu zbioru element rowny
poszukiwanemu. Dzieki niemu uzyskujemy zawsze pewno$¢ znalezienia poszukiwanego
elementu w zbiorze. Jesli jest to wartownik, to elementu poszukiwanego w zbiorze nie ma i



zwracamy pozycje -1. Jesli nie jest to wartownik, to znalezlismy poszukiwany element w zbiorze
i zwracamy jego pozycje i.

Nalezy podkreslié, iz wyszukiwanie z wartownikiem mozna stosowac tylko wtedy, gdy do zbioru
da sie dotgczy¢ jeszcze jeden element.



Algorytm wyszukiwania liniowego z wartownikiem

Wejscie

n - liczba elementéw w tablicy T, ne N

T - tablica zawierajgca elementy do przeszukania. Indeksy elementdéw rozpoczynajg
sie od 0, a konczg na n. Ostatnia pozycja T[n] bedzie zajeta przez wartownika, zatem
nie moze by¢ uzywana do innych celéow

p - indeks pierwszego elementu T, od ktérego rozpoczniemy poszukiwania. pe C

k - poszukiwana wartos¢, czyli tzw. klucz, wg ktérego wyszukujemy elementy w T

Wyjscie:

Pozycja elementu zbioruTo kluczu klub -1 w przypadku nie znalezienia

elementu.

Zmienne pomocnicze

i - przebiega przez kolejne indeksy elementéw T. i C

Lista krokow:

KO1: T[n] < k
KO2:i & p

KO3: Jesli T[i] = k, to idZ do KO6
KO4:i<i+1
KO5: Idz do KO3

KO6: Jesli i = n, to zakoncz z wynikiem -1

KO7: Zakonicz z wynikiem i

//na koricu zbioru umieszczamy wartownika
//przeszukiwanie rozpoczynamy od pozycji p

//sprawdzamy kolejne elementy zbioru

//jesli element nie znaleziony, przechodzimy do
nastepnego elementu w zbiorze
//sprawdzamy, czy znaleziony element jest

wartownikiem

//jesli nie, to zwracamy pozycje znalezionego
elementu



Algorytm wyszukiwania lidera w zbiorze

W n-elementowym zbiorze T znalez¢ element, ktérego wartosé wystepuje
wiecej niz "/, razy.

Element o takich wtasnosciach nosi nazwe lidera. Lidera mozna znalezé przy pomocy
jednego z opisanych wczesniej algorytmoéw wyszukiwania najczestszej wartosci w zbiorze.
Po znalezieniu takiej wartosci sprawdzamy, czy liczba jej wystgpien jest wieksza od liczby
potowy elementdw zbioru T. Jesli tak, to mamy lidera. Jesli nie, to zbidr T nie posiada
lidera.

Istnieje jednakze prostszy i szybszy algorytm, ktéry korzysta z nastepujgcego twierdzenia:

Jesli zbidr T posiada lidera, to usuniecie z niego pary elementdéw rdéznych daje zbidr z tym
samym liderem.

Dowadd tego twierdzenia jest bardzo prosty. Oznaczmy przez ng liczbe elementow
bedacych liderami. Zbior T posiada n elementow, zatem liczba pozostatych elementow
wynosi n - n;. Zachodzi nieréwnosé:

n, > n - ng

Przypadek 1

Ze zbioru T usuwamy dwa elementy, ktdre nie sg liderami. W tym przypadku n_ nie
zmniejsza sie, lecz zmniejsza sie o 2 liczba elementéw n. Otrzymamy zatem:

n, > (n - 2) - ng
n, > (n - n) - 2

Jesli pierwsza nierdwnosc byta prawdziwa (a byta z zatozenia, iz n, jest liczebnoscig
lideréw), to tym bardziej bedzie prawdziwa druga nierownos¢. Wynika z tego, ze
usuniecie dwoéch elementdow nie bedgcych liderami nie wptywa na wystepowanie
lidera.



Przypadek 2

Ze zbioru T usuwamy jeden element lidera oraz jeden element nie bedacy liderem.
Zmniejszeniu o 1 ulega zatem liczba lideréw, a liczba elementédw maleje o 2.
Otrzymujemy:

n-1>(n-2) - (np - 1)
n,-1>n-2-n+1
n-1>(n-n) -1

Otrzymalismy nieréwno$é wyjsciowg, w ktorej od obu stron odjeto te sama liczbe -1.
Zatem nieréwnos¢ jest wcigz prawdziwa, z czego wynika, ze usuniecie ze zbioru
jednego lidera i jeden element nie bedacy liderem nie wptywa na wystepowanie
lidera.

Innych przypadkdéw nie ma, zatem dowiedlismy prawdziwosci twierdzenia.

Z powyzszego twierdzenia bezposrednio wynikajg dwie dalsze wtasnosci:

Jesli zbidr posiada lidera, to usuniecie z niego wszystkich par elementow réznych daje zbidr
zawierajacy tylko elementy bedace liderem.

Jesli w wyniku takiej operacji otrzymujemy jednak zbidr pusty, to lidera w zbiorze wejsciowym
nie byto.

Zamiast faktycznie wyrzucac ze zbioru elementy rézne — co jest dosy¢ trudne, mozemy
wykonac¢ operacje odwrotng. Bedziemy zliczali elementy o rownych wartosSciach —
wystarczy wtedy zapamieta¢ wartos¢ elementu oraz ilos¢ jej wystgpien. Algorytm pracuje
w sposOb nastepujacy:

Licznik elementdéw rownych L ustawiamy na zero. Rozpoczynamy
przeglgdanie elementéw zbioru od pierwszego do ostatniego.

Jesli licznik elementéw rownych L jest rowny 0, to kolejny element zbioru
zapamietujemy, zwiekszamy licznik L o 1 i wykonujemy kolejny obieg petli
dla nastepnego elementu.

Jeslilicznik L nie jest rowny zero, to sprawdzamy, czy biezacy element
jest rowny zapamietanemu.

Jesli tak, to mamy dwa elementy réwne — zwiekszamy licznik Lo 1. W
przeciwnym razie licznik Z zmniejszamy o 1 — odpowiada to wyrzuceniu
ze zbioru dwodch elementdéw réznych. W obu przypadkach wykonujemy
kolejny obieg petli.




Jesli zbior posiadat lidera, to liczba elementéw réwnych jest wieksza od
liczby elementéw réznych. Zatem licznik L powinien mieé¢ zawartos$é

wiekszg od zera.

Jesli zawartos¢ licznika L jest rowna zero, to lidera w zbiorze nie ma. W
przeciwnym razie zapamietany element nalezy przeliczy¢ w zbiorze — jest
to kandydat na lidera. Jesli liczba jego wystapien jest wieksza od liczby
potowy elementdw, to wytypowany element jest liderem. W przeciwnym

razie zbidr T nie posiada lidera.

Algorytm posiada liniowg klase ztozonosci obliczeniowej O(n),

Algorytm wyszukiwania lidera w zbiorze

Wejscie

n— liczba elementéw w tablicy T, ne N

T tablica do wyszukania

najczestszego elementu Elementy sg liczbami

catkowitymi. Indeksy od 0 do n - 1..

Wyjscie:

Element bedacy liderem, liczba jego wystapien w T lub informacja o braku

lidera.

Zmienne pomochicze

i —przebiega przez kolejne indeksy elementéw T. i C

L —licznik wystgpien wartosci rownych, L= C

W — wartosé lidera

Lista krokow:

KO1: L <0

KO2: Dlai=0,1,...,n-1 wykonuj K03...KO7

KO3:

KOA4:

KO5:

KO6:

JesliL >0, toidz do KO7
W <« T[i
L<1

Nastepny obieg petli K02

// licznik wartosci rownych

// przeglagdamy kolejne elementy

// sprawdzamy, czy licznik rowny 0

// jesli tak, zapamietujemy biezgcy element

// zaliczamy ten element



KO7:

KO8

K09

K10

K11:

K12

K13

K14

K15

K16

JesliW=T[i]l,toL< L+1
inaczej L < L-1

:JesliL =0, toidz do K15
L€ 0
:Dlai=0,1,...,n-1 wykonuj K11

JeSliT[il=W,toL& L+1

:Jesli L < [n:2], toidZz do K15

Pisz W,L

: Zakoncz
: Pisz "BRAK LIDERA"

: Zakoncz

// elementy rowne zliczamy
// elementy rézne wyrzucamy

// sprawdzamy, czy jest kandydat na lidera
// jesli tak, to sprawdzamy, czy jest liderem

/ zliczamy jego wystgpienia w zbiorze

// lider?

// wyprowadzamy lidera oraz liczbe jego
wystqgpien



